
×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå,
áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî xn, òî ïîëó÷åííîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî ÷èñåë {x1, x2, . . . , xn, . . . } áóäåò
íàçûâàòüñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è îáîçíà÷àòüñÿ {xn}+∞n=1 èëè {xn}.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü òåðìèí �÷èñëîâàÿ�, âåçäå ïîíèìàÿ ïîä ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ (åñëè íå îãîâîðåíî èíîå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn} = {x1 + y1, . . . , xn + yn, . . . } íàçûâàåòñÿ ñóììîé {xn} è
{yn}; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn − yn} = {x1 − y1, . . . , xn − yn, . . . } � èõ ðàçíîñòüþ; ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xn · yn} = {x1 · y1, . . . , xn · yn, . . . } � ïðîèçâåäåíèåì; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
xn
yn

}
=

{
x1
y1
, . . . ,

xn
yn
, . . .

}
� ÷àñòíûì (åñëè yk 6= 0 ïðè âñåõ k ∈ N).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî M (m), ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî xn 6 M (xn > m). ×èñëà M è m íàçûâàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå âåðõíåé

è íèæíåé ãðàíÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî |xn| 6 A âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà M , m òàêèå, ÷òî
m 6 xn 6M ∀n ∈ N. Òîãäà ïîëîæèì A = max{|m|, |M |}. Íàîáîðîò, åñëè |xn| 6 A ïðè âñåõ
n ∈ N, òî ìîæíî âçÿòü m = −A, M = A.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A íàéäåòñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xN | > A.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ
íåîãðàíè÷åííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà A íàéäåòñÿ òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð N
(çàâèñÿùèé îò A), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, n > N , áóäåò âûïîëíåíî: |xn| > A.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, òî îíà, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} = {0, 1, 0, 2, 0, 3, . . . } � íåîãðàíè÷åííàÿ, íî íå áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(ε),
òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > N áóäåò âûïîëíåíî: |xn| < ε.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü {αn}, {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {a · αn + b · βn}, ãäå a, b � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N1, çàâèñÿùåå îò

ε, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, n > N1, âûïîëíåíî: |αn| <
ε

2|a|
(åñëè a 6= 0). Àíàëîãè÷íî

∃ N2 = N2(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî |βn| <
ε

2|b|
(ïðè b 6= 0) ∀n > N2.

Ïîëîæèì N = max{N1, N2}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N ,
áóäåò âûïîëíåíî: |a · αn + b · βn| 6 |a| · |αn| + |b| · |βn| < ε/2 + ε/2 = ε. Ýòî îçíà÷àåò, ïî
îïðåäåëåíèþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a · αn + b · βn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Ñëåäñòâèå. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, {xn} � îãðàíè÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn · xn} òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî |xn| 6 A ∀n ∈ N.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî N , çàâèñÿùåå îò ε, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, n > N , âûïîëíåíî: |αn| < ε/A.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N , áóäåò âûïîëíåíî:
|αn · xn| < A · (ε/A) = ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn · xn} ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âîçüìåì â îïðå-
äåëåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî n, n > N , áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |αn| < 1. Ïîëîæèì ïî
îïðåäåëåíèþ A = max{1, |α1|, |α2|, . . . , |αN−1|}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
ñïðàâåäëèâà îöåíêà |αn| 6 A, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} îãðàíè÷åíà.

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ïðè ýòîì αn = c
∀n ∈ N, 1 òî c = 0.

1òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûìè
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: c 6= 0. Òîãäà îáîçíà÷èì ε =
|c|
2
> 0. Òàê êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε)
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N áóäåò âûïîëíåíî: |αn| < ε. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò

â òî÷íîñòè, ÷òî |c| < |c|
2
, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è c = 0.

Òåîðåìà 5. 1) Ïóñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà, íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n, îïðåäåëåíî ÷àñòíîå

{
1

xn

}
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ è αn 6= 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî íîìåðà n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

αn

}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N1 âûïîëíåíî: |xn| > 1. Çíà÷èò,

íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N1, îïðåäåëåíî ÷àñòíîå

{
1

xn

}
. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî ε. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, òî ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N2 = N2(ε) òàêîå, ÷òî N2 > N1 è |xn| > 1/ε ∀n > N2. Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ

íîìåðà N2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣ 1

xn

∣∣∣∣ < ε, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

xn

}
ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëîé.

2) Ïóñòü {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è αn 6= 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî íîìåðà n. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëü-

íûé íîìåð N = N(A) òàêîé, ÷òî |αn| <
1

A
äëÿ ëþáîãî n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íà÷èíàÿ

ñ íîìåðà N , âåðíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣ 1

αn

∣∣∣∣ > A, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

αn

}
ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé è áåñêîíå÷íî ìàëîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ: à) áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ; á)
áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ; â) îãðàíè÷åííîé, íî íå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ; ã) íåîãðàíè÷åííîé, íî íå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà

Äàäèì òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàéäåòñÿ âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn−a} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàéäåòñÿ âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 áóäåò ñóùåñòâîâàòü íàòóðàëü-
íûé íîìåð N , çàâèñÿùèé îò ε, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: |xn − a| < ε ∀n > N .

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå: −ε < xn − a < ε ⇔ a − ε < xn < a + ε.
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíûé íîìåð N = N(ε), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: xn ∈ (a− ε, a+ ε) ∀n > N .

Èíòåðâàë (a− ε, a+ ε) áóäåì íàçûâàòü ε−îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àòü Bε(a).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè íàéäåòñÿ âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî â ëþáîé ε−îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ âñå ýëå-
ìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (çàâèñÿùåãî îò ε).

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→+∞

xn = a èëè xn →
n→+∞

a.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a. Òîãäà {xn − a} = {αn}, ãäå {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ìîæåì çàïèñàòü: xn = a+αn,
ãäå {αn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñïåöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýëå-
ìåíòîâ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñòðåìèòñÿ ê +∞
(ñòðåìèòñÿ ê −∞) ïðè n→ +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî A > 0 íàéäåòñÿ íîìåð
N , çàâèñÿùèé îò A, òàêîé, ÷òî xn > A (xn < −A) ∀n > N .

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→+∞

xn = +∞ ( lim
n→+∞

xn = −∞) èëè xn →
n→+∞

+∞ (xn →
n→+∞

−∞).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
n→ +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî A > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N , çàâèñÿùèé îò A, òà-
êîé, ÷òî |xn| > A ∀n > N (òî åñòü åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé).

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→+∞

xn =∞ èëè xn →
n→+∞

∞.

Òåîðåìà 6. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò îäèí è òîëüêî îäèí ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: lim
n→+∞

xn = a è lim
n→+∞

xn = b, ïðè÷åì a 6= b. Â

ñèëó ñïåöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåì
íàïèñàòü: xn = a + αn è xn = b + βn, ãäå {αn}, {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Çíà÷èò, αn − βn = a − b ïðè âñåõ n ∈ N. Íî {αn − βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òåîðåìà 1), à çíà÷èò, a−b = 0 (òåîðåìà 4). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òà-

êîå, ÷òî |xn − a| < 1 ∀n > N (ïîëîæèëè ε = 1 â îïðåäåëåíèè 8). Îáîçíà÷èì
A = max{|a| + 1, |x1|, |x2|, . . . , |xN−1|}. Ïîëó÷èì, ÷òî |xn| 6 A ïðè âñåõ n ∈ N, òî åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà.
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Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 7, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} = {1,−1, 1,−1, . . . }. Îíà, î÷åâèäíî, îãðà-
íè÷åíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå òàê è ñóùåñòâóåò
âåùåñòâåííîå ÷èñëî a òàêîå, ÷òî lim

n→+∞
xn = a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn − a} è

{xn+1 − a} ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Çíà÷èò, áåñêîíå÷íî ìàëîé ÿâëÿåòñÿ è èõ ðàç-
íîñòü {xn − xn+1}. Íî |xn − xn+1| = 2 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ìû ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû ïîñâÿùåíû àðèôìåòè÷åñêèì îïåðàöèÿì íàä ñõîäÿùèìèñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñóììû è ðàçíî-

ñòè ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷åì lim
n→+∞

(xn ± yn) = a± b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñïåöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èìååì: xn = a+αn, yn = b+βn, ãäå {αn}, {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò, (xn±yn)− (a±b) = αn±βn. Òàê êàê {αn±βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 7, ïîëó÷àåì, ÷òî lim

n→+∞
(xn±yn) = a± b.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ

ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷åì lim
n→+∞

(xn · yn) = a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñïåöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èìååì: xn = a+αn, yn = b+βn, ãäå {αn}, {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò, (xn ·yn)−a ·b = a ·αn +b ·βn +αn ·βn. Òàê êàê {a ·αn +b ·βn +αn ·βn}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êàê ñóììà òðåõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ), òî, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 7, ïîëó÷àåì, ÷òî lim

n→+∞
(xn · yn) = a · b.

Ëåììà 1. Ïóñòü lim
n→+∞

yn = b, ïðè÷åì b 6= 0. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N ,

îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

yn

}
, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε =
|b|
2
. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ

n > N èìååì: |yn − b| < ε⇔ −|b|
2
< yn − b <

|b|
2
⇔ b− |b|

2
< yn < b+

|b|
2
. Çíà÷èò, |yn| >

|b|
2
,

òî åñòü yn 6= 0 è

∣∣∣∣ 1

yn

∣∣∣∣ < 2

|b|
äëÿ ëþáîãî n > N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

yn

}
îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ n > N .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

yn = b, ïðè÷åì b 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

÷àñòíîãî ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷åì lim
n→+∞

xn
yn

=
a

b
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñïåöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èìååì: xn = a+αn, yn = b+βn, ãäå {αn}, {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò,
xn
yn
− a

b
=
xn · b− yn · a

yn · b
=

(a+ αn)b− (b+ βn)a

yn · b
=

1

yn

(
αn −

a

b
βn

)
.

Ñîãëàñíî ëåììå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

yn

}
îãðàíè÷åíà; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
αn −

a

b
βn

}
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ êàê ðàçíîñòü äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Çíà÷èò, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

1

yn

(
αn −

a

b
βn

)}
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé (êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé è îãðà-

íè÷åííîé). Ïîëó÷èëè, ÷òî

{
xn
yn
− a

b

}
áåñêîíå÷íî ìàëà, òî åñòü ÷òî lim

n→+∞

xn
yn

=
a

b
.

Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â íåðàâåíñòâàõ
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêîâà, ÷òî xn > b (xn 6 b)

ïðè âñåõ n > N äëÿ íåêîòîðûõ b ∈ R è N ∈ N. Òîãäà âûïîëíåíî ïðåäåëüíîå íåðàâåíñòâî
a > b (a 6 b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn > b ïðè âñåõ n > N , íî a < b. Îáîçíà÷èì
ε = b − a > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N1 = N1(ε), ÷òî |xn − a| < ε
∀n > N1. Ïóñòü N2 = max{N,N1}. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N2 âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷-
êà íåðàâåíñòâ

|xn − a| < b− a⇔ a− b < xn − a < b− a⇔ 2a− b < xn < b.

Íî ïî óñëîâèþ òåîðåìû xn > b. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è a > b.

Çàìå÷àíèå 4. Èç òîãî, ÷òî xn > b ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ,

÷òî lim
n→+∞

xn > b (à ëèøü lim
n→+∞

xn > b). Íàïðèìåð, 1 +
1

n
> 1, íî lim

n→+∞

(
1 +

1

n

)
= 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü {xn}, {yn} � ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñóùåñòâóåò íà-
òóðàëüíûé íîìåð N òàêîé, ÷òî xn 6 yn ∀n > N . Òîãäà lim

n→+∞
xn 6 lim

n→+∞
yn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê xn 6 yn, òî (yn − xn) > 0 ∀n > N . Çíà÷èò, lim
n→+∞

(yn − xn) > 0,

òî åñòü lim
n→+∞

xn 6 lim
n→+∞

yn.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = a. Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî, ÷òî xn ∈ [b, c],

òî a ∈ [b, c].

Òåîðåìà 12. (Ïðèíöèï äâóñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè.) Ïóñòü
lim

n→+∞
xn = lim

n→+∞
yn = a. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëü-

íûõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî xn 6 zn 6 yn,
òî {zn} ñõîäèòñÿ è lim

n→+∞
zn = a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî xn − a 6 zn − a 6 yn − a ïðè âñåõ
n > N . Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N , âûïîëíåíî: |zn−a| 6 max{|xn−a|, |yn−a|}. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N1 = N1(ε) òàêîå, ÷òî |xn − a| < ε
∀n > N1 (òàê êàê lim

n→+∞
xn = a). Àíàëîãè÷íî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N2 = N2(ε) òàêîå, ÷òî

|yn − a| < ε ∀n > N2. Îáîçíà÷èì N3 = max{N,N1, N2}. Òîãäà ïðè âñåõ n > N3 ïîëó÷èì:
|zn − a| < ε. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ è lim

n→+∞
zn = a.

Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé

(íåâîçðàñòàþùåé), åñëè íåðàâåíñòâî xn 6 xn+1 (xn > xn+1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé èëè
íåâîçðàñòàþùåé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé), åñëè äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn < xn+1 (xn > xn+1).

Òåîðåìà 13. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (íå âîçðàñ-
òàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó), òî îíà ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó è xn 6 xn+1 ∀n ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âåùåñòâåííîå ÷èñëî x = sup{xn}. Çíà÷èò, xn 6 x ∀n ∈ N è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε) òàêîå, ÷òî xN > x− ε. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè {xn} ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âåðíî: x−ε < xN 6 xn 6 x < x+ε. Íî ýòî îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî
x = lim

n→+∞
xn. Ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 12. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåãìåíòîâ
{[a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn], . . . } íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ, åñ-
ëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1) an 6 an+1, bn > bn+1 ïðè âñåõ n ∈ N (òî åñòü [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ . . . );

2) lim
n→+∞

(bn − an) = 0.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 13. Ïóñòü {[an, bn]}+∞n=1 � ñèñòåìà ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c ∈ R òàêàÿ, ÷òî c ∈ [an, bn] ∀n ∈ N (òî åñòü
ñèñòåìà ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} � íåóáû-
âàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (íàïðèìåð, an 6 b1 ∀n ∈ N), òî îíà èìååò ïðåäåë. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åíà ñíèçó (íàïðèìåð, ÷èñëîì
a1), ñëåäîâàòåëüíî, îíà òàêæå ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ lim

n→+∞
(bn − an) = 0, òî

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = c. Î÷åâèäíî, ÷òî c ∈ [an, bn] ∀n ∈ N (â ñèëó ìîíîòîííîñòè îáåèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).

2) Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ÷èñëà c, d ∈ R òàêîâû, ÷òî c ∈ [an, bn], d ∈ [an, bn]
∀n ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c < d. Òîãäà íåðàâåíñòâî bn − an > d − c > 0 âûïîëíåíî
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äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Çíà÷èò, lim
n→+∞

(bn − an) > d − c > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è c > d. Íî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûìè
ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî d > c. Çíà÷èò, c = d.

Ïðèìåðû ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. ×èñëî e.

Ëåììà 2. (Áèíîì Íüþòîíà). Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk = C0
na

n + C1
na

n−1b+ · · ·+ Cn
nb

n,

ãäå Ck
n =

n!

(n− k)!k!
� áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n ïðè âñåõ n ∈ N

(÷èòàåòñÿ: n−ôàêòîðèàë); 0! = 1 ïî îïðåäåëåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

1) (áàçà èíäóêöèè). Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì: (a+ b)1 = C0
1a

1b0 + C1
1a

0b1 = a+ b � âåðíî.

2) (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêî-

òîðîãî n ∈ N: (a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk.

3) (øàã èíäóêöèè). Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû ïðè n+ 1. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì
ñíà÷àëà íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

C0
n =

n!

(n− 0)!0!
= 1, Cn

n =
n!

(n− n)!n!
= 1 ∀n ∈ N;

Ck
n + Ck+1

n =
n!

(n− k)!k!
+

n!

(n− k − 1)!(k + 1)!
=
n!(k + 1 + n− k)

(n− k)!(k + 1)!
=

+
(n+ 1)!

((n+ 1)− (k + 1))!(k + 1)!
= Ck+1

n+1 ∀k, n ∈ N, k < n.

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a+ b) = (C0
na

n + C1
na

n−1b+ · · ·+ Ck
na

n−kbk + · · ·+ Cn
nb

n)(a+ b) =

= C0
na

n+1 + C0
na

nb+ C1
na

nb+ C1
na

n−1b2 + C2
na

n−1b2 + · · ·+ Cn−1
n abn + Cn

nab
n + Cn

nb
n+1 =

= C0
na

n+1 + (C0
n + C1

n)anb+ (C1
n + C2

n)an−1b2 + · · ·+ (Cn−1
n + Cn

n)abn + Cn
nb

n+1 =

= C0
n+1a

n+1 + C1
n+1a

nb+ C2
n+1a

n−1b2 + · · ·+ Cn
n+1ab

n + Cn+1
n+1b

n+1 =
n+1∑
k=0

Ck
n+1a

n+1−kbk

(ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåé ñòðîêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü äîêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Øàã èíäóêöèè çàâåðøåí, ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} =

{(
1 +

1

n

)n}
è äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé.

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî {xn} âîçðàñòàåò. Ïðåîáðàçóåì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn =

(
1 +

1

n

)n

= 1 +
n!

(n− 1)!1!
· 1

n
+

n!

(n− 2)!2!
· 1

n2
+ · · ·+ n!

(n− n)!n!
· 1

nn
=

= 1 +
n

n
+
n(n− 1)

n2
· 1

2!
+
n(n− 1)(n− 2)

n3
· 1

3!
+ · · ·+ n(n− 1) . . . (n− (n− 1))

nn
· 1

n!
=

= 2 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · · · ·

(
1− n− 1

n

)
.

Àíàëîãè÷íî

xn+1 = 2 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+

1

3!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
+ · · ·+

+
1

n!

(
1− 1

n+ 1

)
. . .

(
1− n− 1

n+ 1

)
+

1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)
. . .

(
1− n

n+ 1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ xn+1 ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó ïðè åãî
îòáðàñûâàíèè âñå âûðàæåíèå óìåíüøàåòñÿ. Êàæäîå æå èç n ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â âûðà-
æåíèè äëÿ xn+1 áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè äëÿ xn, ïîñêîëüêó

1− k

n
< 1− k

n+ 1
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ k < n. Çíà÷èò, xn < xn+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê 1− k

n
< 1, òî

xn < 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
6 2 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1 = 3− 1

2n−1 < 3

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûì íåðàâåíñòâîì k! > 2k−1 ∀k > 2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 3. Çíà÷èò, îíà èìååò ïðåäåë. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè � òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî e � îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòàíò.
Ïî îïðåäåëåíèþ e = lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)n
. Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî

(
1 + 1

n

)n ∈ [2, 3]

∀n ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, 2 6 e 6 3. Íà ñàìîì äåëå ÷èñëî e ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì;
åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Ñ òî÷íîñòüþ äî 15-ãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé
e = 2, 718281828459045 . . . .

Ïðèìåð 1. Äîêàæåì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà e:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · = lim

n→+∞

n∑
k=0

1

k!
(1)
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Îáîçíà÷èì an = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
. Ìû óæå çíàåì, ÷òî

(
1 +

1

n

)n

< an ∀n ∈ N.

Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→+∞

(
an −

(
1 +

1

n

)n)
= 0. Èç íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè 2 ñëåäóåò, ÷òî

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
> 1− 1 + 2 + . . . (k − 1)

n
= 1− k(k − 1)

2n
.

Îòñþäà

0 < an −
(

1 +
1

n

)n

=
n∑

k=2

1

k!

(
1−

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

))
6

n∑
k=2

1

k!

k(k − 1)

2n
=

=
1

2n

n∑
k=2

1

(k − 2)!
6

1

2n

(
1 +

n∑
k=3

1

2k−3

)
6

3

2n
.

Òàê êàê
3

2n
→ 0 ïðè n→ +∞, òî

(
an −

(
1 +

1

n

)n)
→ 0, òî åñòü lim

n→+∞
an = e.

Ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ÷èñëî e ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâà îöåíêà

rn = e−
n∑

k=0

1

k!
=

∞∑
k=n+1

1

k!
=

1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)
<

<
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

2
+

1

22
+ . . .

)
=

2

(n+ 1)!
(2)

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî e ÿâëÿåòñÿ èððàöèî-

íàëüíûì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ýòî íå òàê è e =
p

q
, ãäå p ∈ Z, q ∈ N (ïðè÷åì q > 2,

òàê êàê èç ôîðìóë (1), (2) ñëåäóåò, î÷åâèäíî, ÷òî 2 < e < 3, ò.å. ÷èñëî e íå ÿâëÿåòñÿ

öåëûì). Òîãäà q!e = q!

(
2 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

q!

)
+ q!rq, çíà÷èò, q!rq ∈ Z, íî èç (2) âûòåêà-

åò, ÷òî 0 < q!rq <
2q!

(q + 1)!
=

2

q + 1
6

2

3
< 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî

íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî åñòü ÷èñëî e íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííûå ðåêóððåíòíî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, çàäàííóþ ôîðìóëîé xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
ïðè

âñåõ n ∈ N (ñïîñîá çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè êîòîðîì êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí
âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèé, íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, îò ëàòèíñêîãî recurrens � âîç-
âðàùàþùèéñÿ). Çäåñü a � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, x1 > 0 âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó. Äåéñòâèòåëüíî,

2(1+ x1)(1+ x2) . . . (1+ xn) > 1+ x1 + x2 + · · ·+ xn, åñëè x1, . . . xn � âåùåñòâåííûå ÷èñëà îäíîãî çíàêà,

áîëüøèå −1
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x1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, x2 =
1

2

(
x1 +

a

x1

)
> 0. Àíàëîãè÷íî xn > 0 ∀n ∈ N. Áîëåå òîãî,

xn =

√
a

2

(
xn−1√
a

+

√
a

xn−1

)
>
√
a ïðè n > 2, òàê êàê âûðàæåíèå

xn−1√
a

+

√
a

xn−1
> 2 êàê ñóììà

äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî {xn} íå âîçðàñòàåò:
xn+1

xn
=

1

2

(
1 +

a

x2n

)
6

1

2
· 2 = 1, çíà÷èò,

xn+1 6 xn ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2 (ìû âîñïîëüçîâàëèñü äîêàçàííîé âûøå îöåíêîé
xn >

√
a ∀n > 2).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò x = lim

n→+∞
xn. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè x, ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ: x = lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

1

2

(
xn +

a

xn

)
=

1

2

(
x+

a

x

)
. Îòñþäà

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x: 2x2 = x2 + 2. Ïîñêîëüêó x >
√
a > 0, òî x =

√
a.

Ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü {xn} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, k1, k2, . . . , kn, . . . �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî k1 < k2 < · · · < kn < . . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xk1 , xk2 , . . . , xkn , . . . íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è îáî-
çíà÷àåòñÿ {xkn}.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè lim
n→+∞

xn = a, òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn} òàêæå ñõîäèòñÿ ê a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
N = N(ε) òàêîå, ÷òî |xn − a| < ε ïðè âñåõ n > N . Ïóñòü {xkn} � ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}. Òàê êàê kN > N , òî ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè âñåõ n > N : |xkn − a| < ε, òî
åñòü lim

n→+∞
xkn = a.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè âñå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó a, è, â ÷àñòíîñòè, lim

n→+∞
xn = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê {xn} ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ, òî ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò lim

n→+∞
xn. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç a. Òîãäà, ñîãëàñ-

íî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ ê a.

Îïðåäåëåíèå 14. Òî÷êà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé (÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Îïðåäåëåíèå 15. Òî÷êà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé (÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkn} ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} òàêàÿ, ÷òî lim

n→+∞
xkn = x.
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Óòâåðæäåíèå 3. Îïðåäåëåíèÿ 14 è 15 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 14 ñëåäóåò 15. Òàê êàê â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, òî íàéäåòñÿ
íàòóðàëüíûé íîìåð k1 òàêîé, ÷òî xk1 ∈ (x− 1, x + 1). Äàëåå, íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî k2 > k1, ÷òî xk2 ∈ (x− 1/2, x+ 1/2), è òàê äàëåå. Èòàê, äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåòñÿ
íàòóðàëüíûé íîìåð kn > kn−1 òàêîé, ÷òî xkn ∈ (x − 1/n, x + 1/n). Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N = [1/ε] + 1 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
n > N âûïîëíåíî: |xkn − x| < 1/n 6 1/N < ε, òî åñòü lim

n→+∞
xkn = x.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 15 ñëåäóåò 14. Ïóñòü lim
n→+∞

xkn = x. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N = N(ε) òàêîå, ÷òî xkn ∈ Bε(x)
ïðè âñåõ n > N . Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x áóäåò ñîäåðæàòüñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Çàìå÷àíèå 5. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X, åñëè
â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.

Ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ìíîæåñòâà åå çíà÷åíèé ìîãóò, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå ñîâïàäàòü. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1,−1, 1,−1, . . . } èìååò äâå ïðåäåëüíûå
òî÷êè: 1 è −1, â òî âðåìÿ êàê ìíîæåñòâîì åå çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
{−1, 1}, êîòîðîå íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì
îïðåäåëåíèåì ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà: òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò ìíîæåñòâà X, îòëè÷íûé îò x.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïðåäåëüíûõ òî÷åê, è òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íå èìååò (êîíå÷íûõ) ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü lim
n→+∞

xn = x. Òîãäà {xn} èìååò ðîâíî îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó,
ðàâíóþ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê lim
n→+∞

xn = x, òî x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
(îïðåäåëåíèå 15). Äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ó {xn} íåò (óòâåðæäåíèå 1).

Îïðåäåëåíèå 16. Íàèáîëüøàÿ (íàèìåíüøàÿ) èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} íàçûâàåòñÿ åå âåðõíèì (íèæíèì) ïðåäåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ lim

n→+∞
xn ( lim

n→+∞
xn). Åñëè

ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó),
òî ãîâîðÿò, ÷òî lim

n→+∞
xn = +∞ ( lim

n→+∞
xn = −∞).

Òåîðåìà 14. Ó âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò (êîíå÷íûå) âåðõ-
íèé è íèæíèé ïðåäåëû è, â ÷àñòíîñòè, õîòÿ áû îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóþò âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî m 6 xn 6 M ∀n ∈ N. Îáîçíà÷èì
A = {x ∈ R| ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî íîìåðîâ k ∈ Nòàêèõ, ÷òîxk > x}.
Ìíîæåñòâî A íå ïóñòî (òàê êàê M ∈ A) è îãðàíè÷åíî ñíèçó (íàïðèìåð, ÷èñëîì m − 1).
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ÷èñëî x̄ = inf A.

Äîêàæåì, ÷òî x̄ = lim
n→+∞

xn. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ε > 0. Òàê êàê

x̄ = inf A, òî: 1) x̄ − ε /∈ A, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâåå òî÷êè x̄ − ε íà ÷èñëîâîé îñè ëåæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}; 2) ñóùåñòâóåò òî÷êà x′ ∈ A òàêàÿ,
÷òî x̄ 6 x′ < x̄+ε, çíà÷èò, ïðàâåå x′ (òåì áîëåå, ïðàâåå x̄+ε) íà ÷èñëîâîé îñè ëåæèò íå áîëåå
÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ {xn}. Ïîëó÷àåì, ÷òî â èíòåðâàëå (x̄− ε, x̄+ ε) ñîäåðæèòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ýòî îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî
òî÷êà x̄ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé {xn}.

Ïîêàæåì, ÷òî x̄ � íàèáîëüøàÿ èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïóñòü
x > x̄. Îáîçíà÷èì ε =

x− x̄
2

> 0 (Òîãäà Bε(x) ∩ Bε(x̄) = ∅). Òàê êàê îêðåñòíîñòü Bε(x)

öåëèêîì ëåæèò ïðàâåå òî÷êè x̄+ ε, òî â íåé ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
{xn}. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî x̄ = lim

n→+∞
xn. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íèæíåãî

ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, x = lim
n→+∞

xn, x = lim
n→+∞

xn.

Òîãäà ∀ε > 0 ∃N = N(ε) òàêîé, ÷òî xn ∈ (x− ε, x+ ε) ïðè âñåõ n > N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðàâåå x + ε (ëåâåå x − ε) íà
÷èñëîâîé îñè ëåæèò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Ñëåäñòâèå 2. (Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäñòâèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðà-
íè÷åíà è lim

n→+∞
xn = lim

n→+∞
xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ. Òîãäà îíà
îãðàíè÷åíà (ñâîéñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) è èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó (óòâåðæäåíèå 4).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà è lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

xn = x.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî xn ∈ (x−ε, x+ε)
ïðè âñåõ n > N (ñëåäñòâèå 1). Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî x = lim

n→+∞
xn.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òàêîâà, ÷òî åå ìîæíî ðàçáèòü íà
êîíå÷íîå ÷èñëî M íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìå-
åò ïðåäåë: a1, . . . , aM . Òîãäà ÷èñëà a1, . . . , aM ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn}, è äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê îíà íå èìååò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèòà íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xkn1

}, ..., {xknM
} òàêèå, ÷òî lim

n1→+∞
xkn1

= a1, ... , lim
nM→+∞

xknM
= aM , ïðè÷åì ýòè ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, à èõ îáúåäèíåíèå äàåò âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn}. Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ÷èñëà a1, . . . , aM ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïóñòü a 6= ai, i = 1, . . . ,M . Îáîçíà÷èì ε1 = (|a − a1|)/2 > 0, ...,
εM = (|a − aM |)/2 > 0; ε = min{ε1, . . . , εM} > 0. Ïîñêîëüêó ÷èñëî a1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-
ëîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xkn1

}, òî âñå ýëåìåíòû ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Bε1(a1). È òàê äàëåå, íàêîíåö, âñå
ýëåìåíòû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xknM

}, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó BεM (aM). Çíà÷èò, â ε−îêðåñòíîñòè òî÷êè a ìîæåò ëåæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} (òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ýòà îêðåñòíîñòü íå ïåðåñåêà-
åòñÿ íè ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ Bε1(a1), . . . , BεM (aM)), òî åñòü òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé {xn}.

Çàìå÷àíèå 6. Äàííîå óòâåðæäåíèå íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn} =

{
1, 1,

1

2
, 1,

1

2
,
1

3
, 1,

1

2
,
1

3
,
1

4
, 1,

1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, 1, . . .

}
. Åå ìîæíî ðàçáèòü íà ñ÷åòíîå ÷èñëî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

{xk1} = {1, 1, 1, . . . }, {xk2} =

{
1

2
,
1

2
,
1

2
, . . .

}
,..., {xkn} =

{
1

n
,

1

n
,

1

n
, . . .

}
, ... êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïðåäåë: 1,
1

2
,
1

3
, . . .

1

n
, . . . . Îäíàêî èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èìååò åùå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò ïåðå÷èñëåííûõ. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî òàêæå âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{x′n} =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
, èìåþùóþ ñâîèì ïðåäåëîì òî÷êó 0.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè, à òàêæå âåðõíèé è íèæ-

íèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} =

{
2,−2, 1 +

1

2
,−1− 1

2
, . . . , 1 +

1

n
,−1− 1

n
, . . .

}
:

inf{xn} = −2, sup{xn} = 2 (î÷åâèäíî); lim
n→+∞

xn = 1, lim
n→+∞

xn = −1 (òàê êàê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {x1, x3, x5, . . . } è
{x2, x4, x6, . . . }. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäèòñÿ ê 1, âòîðàÿ � ê −1).

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ: inf{xn} 6 lim

n→+∞
xn 6 lim

n→+∞
xn 6 sup{xn}.

Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 17. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè ∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N, ò.÷. ∀n > N è ∀p ∈ N
âûïîëíåíî: |xn+p − xn| < ε.

Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî xn ∈ (xN − ε, xN + ε) ∀n > N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â îïðåäåëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n = N .
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ∀ε > 0 íàéäåòñÿ N = N(ε) ∈ N, ò.÷. ∀p ∈ N âûïîëíåíî: |xN+p−xN | < ε.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N : |xn − xN | < ε, òî åñòü xn ∈ (xN − ε, xN + ε).

Ëåììà 4. Ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà ïîëîæèì â
óòâåðæäåíèè ïðåäûäóùåé ëåììû ε = 1 è ïîëó÷èì, ÷òî ∃N ∈ N, ò.÷. xn ∈ (xN − 1, xN + 1)
ïðè âñåõ n > N . Îáîçíà÷èì A = max{|x1|, . . . , |xN−1|, |xN |+ 1}. Òîãäà |xn| 6 A ∀n ∈ N, òî
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 15. (Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x = lim
n→+∞

xn. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òî-

ãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå N = N(ε), ÷òî íåðàâåíñòâî |xn−x| < ε/2 áóäåò âûïîëíåíî
äëÿ ëþáîãî n > N . Òåì áîëåå, äëÿ ëþáîãî n > N è äëÿ ëþáîãî p ∈ N áóäåò âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |xn+p − x| < ε/2. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n > N è äëÿ ëþáîãî p ∈ N:

|xn+p − xn| = |xn+p − x+ x− xn| 6 |xn+p − x|+ |xn − x| < ε/2 + ε/2 = ε,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Òîãäà îíà îãðàíè-

÷åíà. Çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùó-
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkn}. Îáîçíà÷èì x = lim

n→+∞
xkn è äîêàæåì, ÷òî x = lim

n→+∞
xn.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê x = lim
n→+∞

xkn , òî ∃N1 = N1(ε) ∈ N, ò.÷. |xkn−x| < ε/2

∀n > N1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó {xn} ôóíäàìåíòàëüíà, òî ∃N2 = N2(ε) ∈ N, ò.÷.
íåðàâåíñòâî |xn+p − xn| < ε/2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ∀n > N2 è ∀p ∈ N. Ïîëîæèì òåïåðü
N = max{N1, N2}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N èìååì:

|xn − x| = |xn − xkn + xkn − x| 6 |xn − xkn|+ |xkn − x| < ε/2 + ε/2 = ε

(òàê êàê kn > n, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xkn = xn+p, ãäå p = 0 èëè p ∈ N). Ïîëó÷àåì ïî
îïðåäåëåíèþ, ÷òî x = lim

n→+∞
xn.

Ñëåäñòâèå. (Êðèòåðèé Êîøè ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ðàñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííî ÷èñëî
ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà N íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > N è
íàòóðàëüíîå ÷èñëî p, äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: |xn+p − xn| > ε.
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